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У статті розглянуто загальну постановку зв’язаної задачі деформування 
електропровідних тіл при наявності електромагнітного поля, запропоновано 
ефективний метод чисельного аналізу пружно-пластичного деформування під 
дією електромагнітного поля. Для побудови методу чисельного розв’язку 
застосовано метод скінчених елементів стосовно повної енергії системи. 
Ключові слова: пружно-пластичне деформування, електромагнітне поле, 
метод скінчених елементів
В статье рассмотрена общая постановка связанной задачи 
деформирования электропроводных тел под действием электромагнитного 
пол, предложен эффективный метод анализа упруго-пластического 
деформирования. Для построения метода численного решения использован 
метод конечных элементов относительно полной энергии системы. 
Ключевые слова: упруго-пластическое деформирование, 
электромагнитное поле, метод конечных элементов
The article contains a mathematical formulation of the coupled problem of 
inelastic deformation of structural elements under the action of electromagnetic field
and the effective numerical method of solution is purposed. Finite element method 
which based on   total energy of the system is used for creation of the numerical 
solution.  
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Електромагнітне поле (ЕМП) є невід’ємною умовою роботи для безлічі 
елементів конструкцій і машин. Високоінтенсивні ЕМП призводять до 
виникнення значних рівнів енергії в електропровідних тілах, що може 
призводити до їх руйнування. Даний факт робить необхідним створення 
методів визначення напружено-деформованого стану (НДС) електропровідних 
тіл для подальшої оцінки міцності. Подібні методи мають базуватися на 
відповідних  моделях зв’язаної термомеханіки суцільного середовища. 
Проблеми врахування зв’язаних  полів постають при розв’язанні задач у 
рамках: теорії п’єзоелектрики (п’єзомагнетизма і п’єзонапівпровідності) тіл 
завдяки широкому використанню електромеханічних перетворювачів енергії; 
теорії магнітопружності, яка досліджує механічну поведінку (зокрема, стійкість 
та міцність) електропровідного тіла в сильному магнітному полі; теорії 
поширення хвиль в деформованому тілі з урахуванням зв’язку  між 
механічними і електромагнітними полями (для проблем геофізики і 
сейсмології). Вплив ЕМП на електропровідне тіло може моделюватись за 
допомогою введення електромагнітних сил та моментів. Рівні сил, які 
викликаються „магнітною” складовою ЕМП є набагато вищими ніж ті, які 
викликаються „електричною” складовою. Тому, для задач, в яких головною 
метою є оцінювання конструктивної міцності основою може служити теорія 
магнітопружності. Основи теорії магнітопружності з урахуванням ефектів 
зв’язаності ЕМП і механічних полів напружень і деформацій в рухомому 
електропровідному тілі (у загальному випадку тіло є поляризованим і таким, що 
намагнічується), були закладені в роботах Кнопоффа і Чадвіка [1,2]. Вони 
розглядали поширення пружних хвиль з урахуванням магнітного поля Землі. 
Відзначимо, що існуючи аналітичні та напіваналітичні методи розв’язання 
задач деформування електропровідних тіл за наявності ЕМП добре розроблені 
лише для тіл канонічної форми. Вони можуть використовуватись при аналізі 
реальних конструкцій лише як оціночні. Також слід відзначити, що лише у 
малій кількості літературних джерел розглядаються питання створення методів 
аналізу або оцінювання конструкційної міцності тіл підданих впливу ЕМП. 
Таким чином, створення ефективних методів аналізу пружно-пластичного 
деформування електропровідних складених тіл з метою подальшого 
оцінювання їхньої конструкційної міцності є актуальною науково-практичною 
проблемою.
Сучасний підхід потребує, щоб аналіз пружно-пластичного деформування
систем електропровідних тіл спирався на попередній аналіз розподілу ЕМП. 
Розподіл векторних компонент ЕМП у системах електропровідних тіл 
описується системою фундаментальних рівнянь Максвелла, які доповнюються 
матеріальними залежностями та граничними умовами:
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де  EHEH
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,,, – вектори напруженості магнітного та електричного полів у 
об’ємі тіла та на границі (Г) тіла;  BDBD

,,, – вектори електричної та 
магнітної індукції у об’ємі тіла та на границі (Г) тіла;  ,, cс – електрична та 
магнітна проникність, та електрична провідність матеріалу; j

– вектор густини 
сили струму; n – вектор нормалі до границі тіла. Розподіл компонент тензорів 
напружень та деформацій , а також вектора переміщень u піддається 
системі рівнянь, яка містить диференційні рівняння рівноваги, геометричні 
залежності, матеріальні залежності стану та граничні умови:
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де  – густина матеріалу; f

– вектор інтенсивності об’ємних сил (у випадку 
врахування електромагнітних сил Bjf

 );  S4 – тензор відповідності 4-го 
рангу, який у випадку пружного деформування має вигляд відповідно до 
лінійного закону Гука; p – поверхневе навантаження; i

, – густина 
поверхневих зарядів та струмів. При розгляді пружно-пластичного 
деформування поведінка матеріалу розглядається у інкрементальній  формі (3) 
разом із умовою пластичності (4):
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де i – інтенсивність напружень; I – одиничний тензор; 0 – кульовий тензор 
напружень; s – девіатор напружень; p – тензор деформацій пластичності; pi –
інтенсивність пластичних деформацій; E – модуль пружності;  – коефіцієнт 
Пуассона; T – межа текучості; hE – модуль зміцнення.
Аналіз пружно-пластичного деформування систем електропровідних тіл 
складної геометрії потребує використання чисельних методів. До найбільш 
універсальних методів відноситься метод скінчених елементів (МСЕ). МСЕ 
дозволяє у рамках єдиної розрахункової схеми розглядати розподіл векторних 
компонент електромагнітного поля (ЕМП) та тензорних компонент процесу 
деформування. Конкретна реалізація МСЕ у даному випадку спирається на 
варіаційний принцип стаціонарності повної енергії системи електропровідних 
тіл.  
По-перше, для зменшення кількості рівнянь, які описують розподіл ЕМП,  
вводимо у розгляд векторний магнітний потенціал, який зв’язаний із основними 
векторними компонентами ЕМП наступними чином:
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де B

– вектор  магнітної індукції; A

– векторний магнітний потенціал. Рівняння 
(6) записані для випадку нехтування нелінійною «магнітною» поведінкою 
матеріалу та без врахування «електричної» складової ЕМП, бо для аналізу 
деформування електропровідних тіл її внесок є неістотним.        
Вираз повної енергії має наступний вигляд:
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де U – енергія квазіпружного деформування; W – енергія ЕМП (при нехтуванні 
електричною складовою).
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де  – тензор деформацій;  C4 – тензор коефіцієнтів пружності; u – вектор 
переміщень; p – поверхневе навантаження; i

– густина поверхневого струму.
Згідно до схеми МСЕ вирази для енергій можна представити так:
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де  u – вектор-стовпець переміщень;  K – матриця жорсткості;  A – вектор-
стовпець вузлових значень векторного магнітного потенціалу;  M – „магнітна” 
матриця матеріалу, яка залежить від властивостей матеріалу та від геометрії 
тіла. Розв’язок повинен задовольняти наступному варіаційному 
рівнянню .0 WUE , яке призводить до наступних залежностей:
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тут  kM та mK – матриці, які характеризують зв’язаність електромагнітних та 
механічних полів. Далі одержуємо взаємозв’язані системи алгебраїчних рівнянь 
відносно вузлових переміщень та вузлових значень векторного магнітного 
потенціалу. У випадку пластичного деформування повинен використовуватись
ітераційний процес, особливості якого розглянуті у статті [3].
За допомогою запропонованого методу аналізувалось пружно-пластичне 
деформування технологічних систем «індуктор – заготовка», які зустрічаються 
у операціях магнітно-імпульсної обробки матеріалів. Було розглянуте 
деформування складений одновиткових індукторів, які призначено для 
деформування тонких феромагнітних та не феромагнітних заготовок [3-5]. 
Одержані результати стосовно розподілу векторних компонент ЕМП та 
тензорно-векторних характеристик процесу деформування дозволили зробити 
оцінки працездатності технологічних систем.
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